8.4.1 Pojem limita posloupnosti

Predpoklady: 010305, 080107

Pedagogicka poznamka: Limita posloupnosti neni pro studenty snadno stravitelnym
pojmem. Hlavnim problémem je podle mych zkusSenosti nedorozumeéni s tim, zda
mezi posloupnosti a jeji limitou zlstava ,,dira” nebo ne. Pfiinou toho vseho je
ziejme Spatné pochopeni pojmu nekonecna, kdy ¢ast studenti vnima nekonec¢no
jako né&jaké obrovské, nejvétsi, ale presto v podstaté normélni ¢islo. Proto je na

prvni polovinu hodiny zatazeno opakovani o nekone¢nu z prvniho ro¢niku.
Vzpominky na nekonecno:

Problém: Jak urc¢it pocet prvki u nekone¢nych mnozin?

ReSeni (¢dstené): Pospojujeme prvky mnoZziny A s prvky mnoZiny B vzijemné jednoznaéné
(Kazdy prvek A ma prave jeden prvek mnoziny B a obracené¢. Analogie vytvareni para pfi
tanci. V kazdé dvojici je prave jeden kluk a pravé jedna holka).

Pokud ani v jedné mnoziné neztstane zadny prvek bez partnera z druhé mnoZiny, je pocet
prvka v obou mnoZinach stejny.

(Jakmile na tane¢nich probéhne volenka a utvoii se pary, hned vidime, jestli bylo stejné klukti
a holek.)

Tak budeme moci porovnavat nekone¢né mnoZiny mezi sebou.

Pr.1: Porovnej pocet pfirozenych a sudych piirozenych ¢isel.

- Na prvni pohled to vypada, Ze pfirozenych je dvakrit vic (polovina ¢isel u sudych chybi).
 Omyl.
. pfirozenéa ¢isla: 1,2, 3,4,5,6, 7, ...
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suda disla: 2, 4, 6, 8, 10, ...

| Zadné &islo nezbylo na ocet = sudych Cisel je stejny pocet jako Cisel prirozenych.

Vypada to velmi divné. MlzZe za to nekonecno:
* Nekonecno neni néjaké obycejné jen nejvetsi Cislo, ale je to néco uplné jiného.
 Rada piirozenych &isel nemd posledni &len, za kazdym ¢&islem bezprostiednd nasleduje
dalsi o jednu vétsi.
= Pokud chceme premyslet o nekone¢nu, musime byt opatrni a vzdét se nékterych predstav
souvisejicich s konecnymi Cisly.

Hilbertiv hotel

Je hotel s nekonecné mnoha jednoliZkovymi pokoji. Pokoje jsou ocislovany pfirozenymi
¢isly. Hotel je pIlné€ obsazen, v kazdém pokoji je jeden host. Na recepci se dostavi tii turisté a
chtéji se také ubytovat. Je mozné jim poskytnout ubytovéni, anizZ bychom nékoho

z ubytovanych vystéhovali pry¢ z hotelu?

Ano, vSichni ubytovani opusti sviij pokoj a nastéhuji se do pokoje s ¢islem o 3 vétSim =
pokoje 1, 2, 3 jsou volné a je mozné do nich ubytovat dalSi zajemce.

Stejnym zplisobem je mozné ubytovat kazdy konecny pocet turisti.



Je mozné v obsazeném hotelu ubytovat nekone¢né¢ mnoho turisti?
Staci, aby se vSichni pfestéhovali na pokoj, jehoZ Cislo je dvakrat vétsi. VSechny liché pokoje
zlstanou volné.
* Kdyz k nekonec¢nu pri¢teme konecné ¢islo (libovolné velké), nekonecno se nezmeni.
* KdyzZ ptijdeme po nekonecné piimce, v jakékoliv vzdalenosti od pocatku své cesty
budeme od cile potdd stejné daleko, pofdd ndm bude schazet nekonecné velka
vzdalenost, i kdyZ od startu budeme dal.
= Predstavu o situaci v nekonec¢nu neziskame tim, Ze si piredstavime situaci pro néjaké
hodné velké Cislo, ale spiSe tim, Ze budeme zkoumat, jak se situace méni a k ¢emu
sméiuje, kdyz se ¢isla postupné zvétSuji a tim se blizi k nekoneénu.

Po vzpominkéch na ddvnou vzpominky na neddvnou minulost:
Kdyz jsme rozhodovali o omezenosti posloupnosti, zjistili jsme, Ze ¢leny nékterych
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k n¢jakym ¢islim (Eleny posloupnosti ( lj se neustale priblizovaly ¢islu 2).
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Pr.2: Je ddna posloupnost (% + 2) . Odhadni, ke kterému ¢islu se bliZi jeji Cleny, kdyZ
n=1
se n blizi k nekonecnu. Nakresli graf této posloupnosti pro
n0{1;2;3;4;5;6;7:8;9;10} .

. Pi zvé&tSovani hodnoty n ve vyrazu pro ¢len posloupnosti se sniZuje vliv ostatnich ¢lenli =
i . 8 e ) iy

' ve vyrazu — +2 se zv¢tSuje jmenovatel zlomku a vyraz se postupné pfiblizuje vyrazu
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0+2 =2 = cleny posloupnosti se bliZi k Cislu 2.
Prvnich deset ¢lenil posloupnosti: 6;4;3;21;21;21;ZL;ZL;ZL;Z !
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Zidny z Clent posloupnosti (§ + 2) se nerovnd 2, presto hraje ¢islo 2 pro ¢leny
n=1
posloupnosti dilezitou roli jako cCislo, ke kterému ¢leny posloupnosti ,,smétuji (,,bliZi se
k nému*). Takovému Cislu se fika limita posloupnosti. Posloupnosti, kterd ma limitu, fikdme
konvergentni posloupnost.

Rozhodné€ nejsme hotovi:



* Nevime, jak vyjadfit ,,smétuji*, ,,bliZi se k* matematicky a jednoznacné
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Nemohli bychom fict, Ze posloupnost (2;8” + 2) se bliZi i k jinému Cislu nez 2, tieba k 1?

n=1

Z obréazku je vidét, Ze Cleny posloupnosti se sice blizi 1 k 1, ale jinak nez ke 2.
k 1 se ¢leny sice bliZi, ale mezi posloupnosti a ¢islem 1 zlstdva volné misto (Cisel, ke
kterym se posloupnost bliZi stejnym zptisobem jako se blizi k 1, je nekone¢né¢ mnoho,

jde napftiklad o vSechna zdporn4 ¢isla)
* k2 se Cleny posloupnosti bliZi tak, Ze mezi posloupnosti a ¢islem 2 ,,Zddné misto
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nezustava‘“ a timto zptisobem se posloupnost bliZi pouze k ¢islu 2.

Co matematicky znamend, Ze mezi posloupnosti a ¢islem 2 ,,neni Zadné misto*“?
Dokreslime do obrazku vzdalenosti mezi ¢leny posloupnosti a ¢islem 2:
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= vzdélenost ¢lenti posloupnosti od 2 se neustdle zmensuje a blizi se k nule
= jeSté musime zajistit, aby se trend pfibliZovani nezménil = musi existovat ¢len
takovy, Ze vSechny nasledujici ¢leny posloupnosti budou k 2 bliZe, neZ on (to neni

problém nasi konkrétni posloupnosti)
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Pfiblizovani miiZzeme graficky znazornit pomoci pasu.
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Nakreslime-li si kolem dvojky libovolné Siroky pés, vZdy najedeme takové a, , Ze vSechny

¢leny posloupnosti za nim, uZ jsou uvnitf pasu.




Pro pés o "poloméru" 1 (a tedy Sifce 2) je takovym a, a, (Clen a, je od 2 vzdélen o 1, dalsi
Cleny jsou bliZe).
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Pro pés o ,,polomé&ru” 0,25 (a tedy Sifce 0,5) je takovym a, a, (Clen a, je od 2 vzdilen o
0,25, dalsi Cleny jsou bliZe).

Ted uz mizeme zformulovat definici:
Rikdme, Ze posloupnost (an )n:1 je konvergentni, pravé kdyz existuje Cislo a[JR
takové, Ze plati: Ke kazdému & >0 existuje n, LN tak, Ze pro vSechna pfirozend

Cisla n>n, je |an - a| < ¢ . Cislu a fikdme limita posloupnosti (an ):=1 .

Skutecnost, Ze posloupnost (an )n:1 md limitu a, piSeme lima, =a (Cteme: ,limita a, pro n

n-o

jdouci k nekonecnu je rovna a“, stru¢néji ,limita a, je a*.
o x . w1k 1 8
Konkrétné¢ v naSem piipad¢: lim o +2 (=2,
n — 00
Posloupnosti, které nejsou konvergentni, se nazyvaji divergentni.

Pr.3: Podivej se na obrazek grafu posloupnosti s vyznac¢enych §ir§im pasem a sepis
konkrétni hodnoty vSech ¢isel zminiovanych v definici konvergentni posloupnosti.

(an )::1 = (% + 2) ptedpis posloupnosti
n=l1
u - ’ hodnota limity, ke které se blizi ¢leny
posloupnosti

£ o 1 vzdalenost od limity, polovina Sitky pasu

" . 4 index prvniho ¢lenu posloupnosti, ktery je
0 dostate¢né blizko (uvniti pasu)

a . vSechny Cleny posloupnosti | ¢leny posloupnosti, které spliiuji podminku
" za a, (v€etng) vzdélenosti od limity

Pedagogicka poznamka: Jen velmi mala ¢ast student dokaze vytesit predchozi piiklad
zcela samostatné. Nema tedy cenu piili§ dlouho ¢ekat s pomoci. U nésledujicitho
piikladu je situace jiz podstatn¢ lepsi.



Pr.4: Podivej se na obrazek grafu posloupnosti s vyzna¢enych uzsim pasem a sepis
konkrétni hodnoty vSech ¢isel zminovanych v definici konvergentni posloupnosti.

(an )::1 = (2—8’1 + 2) 1 ptedpis posloupnosti
p . ’ hodnota limity, ke které se bliZi Cleny
posloupnosti

£ o 0,25 vzdélenost od limity, polovina Sitky pasu

" - 6 index prvniho ¢lenu posloupnosti, ktery je
0 dostate¢né blizko (uvniti pasu)

a ~ vSechny Cleny posloupnosti | ¢leny posloupnosti, které spliiuji podminku
" za a, (v€etng) vzdélenosti od limity

Dalsi moznosti jak definovat limitu posloupnosti:
Rikéme, Ze posloupnost (an ):;1 je konvergentni, praveé kdyz existuje ¢islo a UR
takové, Ze plati: Ke kazdému &£ >0 existuje n, LN tak, Ze pro vSechna pfirozend

Sisla n2n, je a,0(a-&;a+¢). Cislu a ffkdme limita posloupnosti (a,)”_ .

Stejné definice jako predchozi, mimo poslednich slov. V této definici se nezabyvame
vzdalenosti ¢lenu a, od limity a, ale tim, Ze a, naleZi do intervalu (a -&a+t 8) (interval

Cisel, ktera jsou od limity a vzdalena méné€ nez & ).

Shrnuti: Mezi posloupnosti a jeji limitou ,,neziistava Zadné volné misto*.



